
第6章 代謝制御解析

代謝経路の各酵素が流束を「律速」する度合いを評価するための理論。エジンバ
ラ大学のKacserとBurns、ベルリン・フンボルト大学のHeinrichとRapoportに
よって 1973年から 74年にかけて独立に発表された。Metabolic Control Analysis

の頭文字を取ってMCAと略記される。

6.1 流束制御係数 (Flux Control Coefficient)

流束制御係数とは、反応速度 v1が 1%増えたとき、流束 Jは何%増えるかを示
す指標である。

CJ
v1

=
v1

J

∂J

∂v!

MCAの理論体系では、CJ
vi

= 1である酵素を律速酵素 (rate-limiting enzyme)

と定義する。同理論体系には、代謝経路内の基質や反応に関する指標が複数種類
あるが (後述)、流束制御係数は理論創案当初から最も重視されている。

6.2 流束制御係数の加法定理 (summation theorem)

定理
n∑

i=1

CJ
vi

= 1

流束 Jに影響するすべてのCJ
vi
の総和は 1(=100%)。限られたCJ

vi
を複数の酵素

で分け合っている。

証明 流束の全微分を考える。

dJ =
∂J

∂v1

dv1 +
∂J

∂v2

dv2 + · · · + ∂J

∂vn

dvn

両辺 Jで割り、右辺の各項に vi/vi(i = 1, · · · , n)をかける。
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dJ

J
=

v1

J

∂J

∂v1

dv1

v1

+
v2

J

∂J

∂v2

dv2

v2

+ · · · + vn

J

∂J

∂vn

dvn

vn

= CJ
v1

dv1

v1

+ CJ
v2

dv2

v2

+ · · · + CJ
vn

dvn

vn

v1～vn が同じ割合 αだけ増えると、 Jも αだけ増加する。

α =
dJ

J
=

dv1

v1

=
dv2

v2

= · · · =
dvn

vn

よって、

dJ

J
= CJ

v1

dv1

v1

+ CJ
v2

dv2

v2

+ · · · + CJ
vn

dvn

vn

α = αCJ
v1

+ αCJ
v2

+ · · · + αCJ
vn

両辺 αで割ると

1 = CJ
v1

+ CJ
v2

+ · · · + CJ
vn

となり、加法定理が証明できた。

6.3 3つの主要係数
流束制御係数の他に、以下の 2つの係数が重要である。

濃度制御係数 (Concentration Control Coefficient)

CS
v1

=
v1

[S]

∂[S]

∂v1

反応速度 v1が 1%増えたとき基質Sの定常状態濃度が何%増えるかを示す指標。

弾力性係数 (Elasticity)

εv1
S =

[S]

v1

∂v1

∂[S]

基質 Sが 1%増えたとき、反応速度 v1が何%増えるかを示す指標。反応の次数を
示す。
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6.4 結合定理 (connectivity theorem)

定義
n∑

i=1

CJ
vi
εvi

S = 0

酵素固有の性質で決まる弾力性係数は、代謝経路全体の中では局所的な要素と
言える。一方、流束は複数の酵素にまたがるので、代謝経路の大域的な性質であ
る。結合定理は、局所的指標である弾力性係数と、大域的指標である流束制御係
数を 1本につなぐ指揮として重要である。

証明 反応速度の全微分を考える。

dvi =
∂vi

∂E
dE +

∂vi

∂Sj

dSj

vi ∝ E より vi = kE とおいて、上式を変形する。

dvi

vi

=
E

vi

∂vi

∂E

dE

E
+

Sj

vi

∂vi

∂Sj

dSj

Sj

=
1

k
k
dE

E
+ εvi

Sj

dSj

Sj

=
dE

E
+ εvi

Sj

dSj

Sj

酵素濃度増、基質濃度減による効果が打ち消しあって dvi = 0になる組み合わ
せが存在する。
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すなわち、先ほど導いた

dvi

vi

=
dE

E
+ εvi

Sj

dSj

Sj

に dvi = 0を代入して

0 =
dE

E
+ εvi

Sj

dSj

Sj

次いで、

dJ

J
= CJ

v1

dv1

v1

+ CJ
v2

dv2

v2

+ · · · + CJ
vn

dvn

vn

に 0 = dE
E

+ εvi
Sj

dSj

Sj
および dJ = dv1 =￥cdots = dvn = 0を代入して

0 = CJ
v1

(
−εv1

Sj

dSj

Sj

)
+ · · · + CJ

vn

(
−εvn

Sj

dSj

Sj

)

0 = CJ
v1

εv1
Sj

+ · · · + CJ
vn

εvn
Sj

6.5 基質濃度制御係数に関する定理
証明は省略する。

加法定理
n∑

i=1

CS
vi

= 0

結合定理
n∑

i=1

CSj
vi

εvi
Sk

= −δjk

6.5.1 係数の測定法
ダブルモジュレーション法

dJ =
∂vGPI

∂[G6P]
d[G6P] +

∂vGPI

∂[F6P]
d[F6P]
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演習 ある細胞の解糖系についてダブルモジュレーション実験を行い、下記のよ
うなデータを得た。 εを求めなさい。

• コントロール

G6P =80µM、[F6P]=12µM、vGPI=2400µM/min

• ∆[Glucose]=1.0mMのとき

G6P =88µM、[F6P]=15µM、vGPI=2440µM/min

• ∆[Glucose]=2.0mMのとき

G6P =90µM、[F6P]=14µM、vGPI=2520µM/min

6.6 行列形式への拡張と基本方程式
今までの議論は一直線の代謝経路のみを前提としていた。実際の代謝系にはい
たるところに分岐点がある。分岐点のある経路でもMCAを使いたい。

6.6.1 MCAの基本方程式
(

nonCJ

nonCS

)(
K nonεL

)
=

(
K 0

0 −L

)
CJ、 CS 、εはそれぞれの係数からなる行列。“non”は正規化されていないこ
とを表す。Kは零空間。Lはこれから紹介。

CJ、 CS 、εの中身

CJ =


CJ1

v1
CJ1

v2
· · · CJ1

vn

CJ2
v1

CJ2
v2

CJ2
vn

...
. . .

...

CJm
v1

CJm
v2

· · · CJm
vn


,

CS =


CS1

v1
CS1

v2
· · · CS1

vn

CS2
v1

CS2
v2

CS2
vn

...
. . .

...

CSk
v1

CSk
v2

· · · CSk
vn



ε =


εv1

S1
εv1

S2
· · · εv1

Sk

εv2
S1

εv2
S2

εv2
Sk

...
. . .

...

εvn
S1

εvn
S2

· · · εvn
Sk
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6.6.2 分岐のある経路の流束
以下のように考える。

6.6.3 Link matrix

化学量論行列Nの線形独立な行を上側に寄せる

N =

(
N0

N′

)
= LN0 =

(
Irank(N)

L′

)
N0

上式のLを Link matrixと呼ぶ。Lの行数はNの行数と等しい。列数は rank(N)

である。

Link matrixの例

N =


1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 −1 0 1

0 1 0 −1

 −→ N0 =

 1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 −1 0 1


N = LN0より

L =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 −1
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6.6.4 基本方程式における加法・結合定理
(

nonCJ

nonCS

)(
K nonεL

)
=

(
K 0

0 −L

)
↓

加法定理
nonCJK = K
nonCSK = 0

結合定理
nonCJnonεL = 0
nonCSnonεL = −L

6.7 基本方程式の証明
6.7.1 準備1: 2変数の合成関数の微分公式

z = f(x, y) において x = g(u, v)、y = h(u, v)で表されるとき、

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v

6.7.2 準備2: CSの行列表記
Nv(S(E),E)=0を Eで偏微分。「準備 1」の微分公式より

N

(
∂v

∂S

∂S

∂E
+

∂v

∂E

∂E

∂E

)
= 0

移項して

N
∂v

∂S

∂S

∂E
= −N

∂v

∂E

∂S

∂E
= −

(
N

∂v

∂S

)−1

N
∂v

∂E

両辺に ∂E
∂v
をかけて、

nonCS =
∂S

∂v
= −(Nnonε)−1N

41



6.7.3 準備3: CJの行列表記
J=v(S(E),E)を Eで偏微分

∂J

∂E
=

∂v

∂S

∂S

∂E
+

∂v

∂E

∂E

∂E

両辺に ∂E
∂v
をかけて

∂J

∂v
= nonε

∂S

∂v
+ I

nonCJ = nonεnonCS + I

6.7.4 結合定理の証明
nonCS = −(Nnonε)−1Nの両辺に nonεLをかけて

nonCSnonεL = −(Nnonε)−1NnonεL

= −L

nonCJ = nonεnonCS + Iの両辺に nonεLをかけて

nonCJnonεL = nonεnonCSnonεL + nonεL

= nonε(−L) + nonεL

= 0

これで結合定理の証明が完了した。残るは加法定理。

6.7.5 加法定理の証明
nonCS = −(Nnonε)−1Nの両辺にKをかけて

nonCSK = −(Nnonε)−1NK

= 0

nonCJ = nonεnonCS + Iの両辺にKをかけて

nonCJK = nonεnonCSK + K

= K

以上で加法定理を証明できた。
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6.7.6 基本方程式の使い方
(

nonCJ

nonCS

)(
K nonεL

)
=

(
K 0

0 −L

)
K、LはNから求められる。nonε、nonCJ、nonCS はどれか 1つがわかっていれ
ばあとは基本方程式から求まる。最後に nonε、nonCJ、nonCS を正規化する。こ
れで、分岐のある代謝経路でもMCAが可能になる。

6.7.7 正規化の方法
対角行列を左右からかける。

CJ = (diag J)−1(nonCJ)(diag J)

CS = (diag S)−1(nonCS)(diag J)

ε = (diag J)−1(nonε)(diag S)

以下に対角行列の例を示す。

J =

 J1

J2

J3

 −→ diag J =

 J1 0 0

0 J2 0

0 0 J3

 , (diag J)−1 =


1
J1

0 0

0 1
J2

0

0 0 1
J3



6.7.8 演習
下のような代謝経路について、下記の問いに答えなさい

1. Link matrix が 1(スカラー)であることを示しなさい。
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2. K行列を求めなさい。

3. 以下の条件のもとでCJ行列を求めなさい。正規化すること。

nonε =

 −0.4

0.4

0.2

min−1

,

 v1

v2

v3

 =

 1.0

0.6

0.4

mM/min

4. 加法定理が成り立っていることを確認しなさい。

6.8 Further Reading

清水先生の本
ステファノポーラス、アリスティド、ニールセン「代謝工学　原理と方法論」　
東京電機大学出版局

Reinhart Heinrich and Stefan Schuster“ The regulation of cellular systems”,

Chapman and Hall

Edda Klipp et al.“ Systems biology in practice”, Wiley VCH

David Fell“ Understanding the control of metabolism”, Portland press

44


